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SULLE MEDIE DI CESARO IN SPAZI DI
BANACH.

Roberto D’Angio

1. Introduzione.

I Lemmi 1-3 su cui si articola la dimostrazione del Teorema 1 (qui sotto riportato) danno
essenzialmente proprieta delle medie di Cesaro su spazi di Banach astratti ¢ benché non utilizzino
alcun risultato della teoria della sommabilita delle serie, ciononostante implicano risultati che

rientrano a tutti gli effetti in tale teoria, ovvero il seguente

TEOREMA 1. (i) Ogni serie limitata su uno spazio di Banach é ivi
(C.,D)-(H,1)-convergente. (ii) Ogni serie limitata su uno spazio di
Banach é ivi (C,a)-(H,a)-convergente (0=2,3...)0 (dove, come ¢ noto,

“C” sta per E. Cesaro ¢ “H” per O. Holder).

Si comprende dunque sin d’ora che, per quanto sopra detto, 1 Lemmi 1-3, su cui si articola la
dimostrazione del Teorema 1, sono di autonomo interesse matematico ¢ ¢id anche perché danno
propricta delle medie di Cesaro su spazi di Banach astratti o che non sono ricorrenti nella
letteratura esistente o che, quando lo sono, lo sono soltanto limitatamente al ristretto ambito del
campo reale.

Nella Sezione 2 seguente ¢ data innanzitutto la dimostrazione del Teorema 1, viene poi data la
dimostrazione del Lemma 3 cui la dimostrazione del Teorema 1 fa riferimento nonché,
successivamente, la dimostrazione del Lemma 2 cui il precedente Lemma 3 rimanda ¢ cosi di
seguito procedendo a ritroso fino alla dimostrazione del Lemma 1 (ovviamente il lettore che lo
desideri pud seguire il percorso inverso). L’Osservazione alla fine della Sezione 2 collega le

proprieta delle medie di Cesaro su spazi di Banach astratti che via via emergono in modo del tutto
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naturale dalle dimostrazioni di tali Lemmi, con le corrispondenti propricta sul campo reale ¢

complesso.

2. Risultati e dimostrazioni.

OH) ¢ uno spazio normato ed in particolare uno spazio di Banach astratto.

In quanto segue (S ,

Su tale spazio viene considerata la serie

(1) Z:zlxh x, €8 h=12,...

nonché la corrispondente successione delle somme parziali

Q) s¥) = Z;l/zl Xy, v=12,...

¢ la corrispondente successione delle medie di Cesaro (del primo ordine)
(3) o) = Zzzls(v) /n  n=12,...

La serie (1) si dice che ¢ “(C,1)-convergente” in S se ¢ ivi convergente la successione (3) delle
medie di Cesaro (del primo ordine). Inoltre diremo che la serie (1) ¢ limitata su S se € ivi limitata

la successione (2) delle sue somme parziali, ovvero se

H s¥) B =cost.>0.

<B v=12,...

2

Vale allora il seguente

TEOREMA 1.

'H) e ivi (C,1)-(H,1)-convergente.

(1) Ogni serie (1) limitata su uno spazio di Banach (S ,

'H) e ivi (C,a)-(H,a)-convergente

(ii) Ogni serie (1) limitata su uno spazio di Banach (S,
(x=2.3...).
Dimostrazione. (i): i/ Lemma 3 (per i/ tramite, come si vedra, di una diseguaglianza notevole)

'H) e uno spazio di Banach,

dimostra che se la serie (1) e limitata e lo spazio normato (S,

allora la successione (3) delle medie di Cesaro del primo ordine é convergente in S; ne
consegue allora che la serie (1) e, per definizione, (C,1)-convergente in S, inoltre, come é noto,
le medie del primo ordine di Cesaro e di Holder sono entrambe date dalla (3), e dunque la
serie (1) e anche (H,1)-convergente in S. (ii): in primo luogo, v. p.es. Zygmund (1959) Teorema
1.21 p. 77, e noto il risultato (r1) per cui se una serie su € o R (campo complesso o reale) e
(C,D)-convergente allora e anche (C,a)-convergente (a=2,3...), in secondo [uogo, v. p.es.

Stromberg (1981) pp. 489-490, ¢ noto il risultato (12) per cui se una serie su € o R ¢ (C,a)-




Roberto D'Angid, Sulle medie di Cesaro in spazi di Banach

convergente (0=1,2,3...) allora é anche (H,a)-convergente e viceversa; ora, i risultati (r1)- (12)
si basano soltanto su proprieta che € ed R (in quanto spazi di Banach) hanno in comune con

gli spazi di Banach astratti per i quali dunque (r1)-(r2) valgono allo stesso modo [

Come gia anticipato all’inizio della dimostrazione del Teorema 1 le conclusioni dello stesso
dipendono dal Lemma 3 in cui ¢ utilizzata una diseguaglianza notevole (v. la diseguaglianza (4)
qui sotto) cui soddisfano 1 termini della successione (3) delle medie di Cesaro per serie (1)
limitate su uno spazio normato ed in particolare di Banach. Tale diseguaglianza sembra non
ricorre affatto nella letteratura esistente in materia di medie di Cesaro (o di medie aritmetiche),
neppure limitatamente al ristretto ambito del campo reale. Per contro, come si vedra, detta
diseguaglianza discende proprio da propricta delle medie di Cesaro su spazi di Banach ¢, piu in
generale, su spazi normati, le quali, sia pure limitatamente al ristretto ambito del campo reale,
sono invece ben note in letteratura, v. p.es. Kolmogorov (1930), Nagumo (1930). Il ruolo
fondamentale che tale diseguaglianza ha (tramite il Lemma 3) per le conclusioni del Teorema 1

risultera evidente dalla dimostrazione del seguente

LEMMA 3.

'H) la successione (3) delle medie di

(i) Per ogni serie (1) limitata su uno spazio normato (S,

Cesaro del primo ordine é una successione di Cauchy.

'H) la successione (3) delle medie di

(i) Per ogni serie (1) limitata su uno spazio di Banach (S ,
Cesaro del primo ordine é una successione convergente in S.

Dimostrazione. (i): i/ Lemma 2 dimostra che per ogni serie (1) limitata su uno spazio normato
(s.

diseguaglianza

'H) la successione (3) delle medie di Cesaro del primo ordine é tale che vale la

k2B
<

< (n=12,...k=0
n+k

1,... B =cost.>0).

279

@) o) 5

Dalla diseguaglianza (4) segue allora immediatamente il risultato asintotico (5)

) lim HGW”—G@)ZO k=01,...

Hn—>0

che mostra che la successione (3) delle medie di Cesaro del primo ordine é, per definizione,
una successione di Cauchy, e.g. Trénoguine (1985) p. 52 ¢ Knopp (1956) p. 44. (ii): se lo spazio

'H) e spazio di Banach, allora, per la proposizione (i) di questo Lemma e per la

normato (S ,
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definizione stessa di spazio di Banach (Banach (1932) pp. 9 ¢ 53) la successione (3) delle medie
di Cesaro del primo ordine é allora successione convergente in S [

Da quanto precede ¢ dunque evidente il ruolo fondamentale che la diseguaglianza (4) ha,
tramite il Lemma 3, per le conclusioni del Teorema 1. Siamo cosi giunti alla dimostrazione di

detta diseguaglianza; la sua dimostrazione richiede che si introduca la nozione di media di

Cesaro troncata a sinistra di n termini rispetto a ) , denotata dal simbolo & ﬁll) ¢ definita
come segue:

& n+k &
©) o)y =3 sk k=12 of)y=0 k=0

dove la definizione (6) ¢ coerente con la (3) avendosi in particolare c(”)= 68')) ed anche

(7) oh) = Gén)+k) o) = ZZZ{S(V) I(n+k) n=12

1 5 ghigene

La dimostrazione della diseguaglianza (4) (v. (10) qui sotto) utilizzata nel Lemma 3
precedente (Lemma a sua volta utilizzato nella dimostrazione del Teorema 1) ¢ allora data dal

seguente

LEMMA 2.

Per ogni serie (1) limitata su uno spazio normato (S, 0||) la successione (3) delle medie di

Cesaro del primo ordine é tale che valgono la seguente identita (8) e le due successive

diseguaglianze (9)-(10):

® o o= o0 o),
9) H o) —ag;)rl) <2B B =cost.>0
(10) Ha(””‘)—a(”) < :ii n=12,... k=0l,...

Dimostrazione. I/ Lemma 1 dimostra che per ogni serie (1) limitata su uno spazio normato
(s.

identita (11)

(11) g(”)_g(”"‘k)zi(a(n)_a((k))

0||) la successione (3) delle medie di Cesaro del primo ordine é tale che vale la seguente
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che in norma da immediatamente la (8); inoltre il Lemma 1 dimostra che se la serie (1) ¢

0||) owvero se la successione (2) delle somme parziali é tale

limitata su uno spazio normato (S ,

che

<B v=12 B =cost.>0

ghigune

2

allora per le medie di Cesaro (3) e (6) valgono le seguenti diseguaglianze (12)

(12) H o

k) _ _
<B, Haénﬂ)us B, n=12....k=01....

Ne consegue allora che, per le diseguaglianze (12) e per una ben nota proprieta della norma,

si ha immediatamente la (9), infatti
H o o, ) <o

Infine dalla (9) e dalla (8) segue immediatamente la diseguaglianza (10) O

<2B.

et

n+l)

Per completare la sequenza dei risultati su cui si fonda la dimostrazione del Teorema 1 restano
dunque soltanto da dimostrare I'identita (11) e le diseguaglianze (12) impiegate nel Lamma 2
sopra. Le diseguaglianze (12) ¢ lidentita da cui si ottiene la (11), come si vedra (v.
I’Osservazione alla fine di questa Sezione), sono in effetti le versioni su spazi di Banach e, piu in
generale, su spazi normati, di proprieta delle medie di Cesaro che, sia pure limitatamente al
ristretto ambito del campo reale, sono ben note in letteratura, v. p.es. Kolmogorov (1930),
Nagumo (1930). Le dimostrazioni dell’identita (11) (v. formula (14) qui sotto) ¢ delle

diseguaglianze (12) (v. formula (16) qui sotto) sono date dal seguente ed ultimo

LEMMA 1.

0||) la successione (3) delle medie di Cesaro del

Per ogni serie (1) su uno spazio normato (S,

primo ordine é tale che valgono le seguenti due identita:

(13) o) = (a ) 4 0821) k)/(n +k)
0 o) ol = K (o) f0)
n+k n+l)
ed inoltre se la serie (1) e limitata ovvero se la successione (2) delle somme parziali é tale che
(15) Hs(") <B v=12,... B =cost.> 0

allora valgono le seguenti due diseguaglianze:
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(16) Ha(”) <B, Haé’ﬁl) <B. n=12,...k=0l1,...

J) e

Dimostrazione. Per la (3), ovvero per la (7), per la linearita dello spazio normato (S,
per l'associativita dell ‘addizione negli spazi lineari si ha ['ovvia identita

SR SIRURS SR O

che, per la (3) e la (6), da immediatamente [’identita (13), quest ultima da a sua volta I'identita

o) k) 2 ) (a( )n+a )/(n+k)

)

allora per (3), (6), (15) e la proprieta triangolare della norma si hanno le due diseguaglianze

(16), infatti

da cui segue subito ['identita (14); infine se la serie (1) e limitata sullo spazio normato (S ,

n<B

/n<z _1‘

n+k
V= +1

sz .
+k
HZZ n+l

HG

k<BO

n+l

OSSERVAZIONE.
La diseguaglianza (10) per le medie di Cesaro (3) su spazi normati, ed in particolare di

Banach, é notevole anche per la circostanza che neppure la sua piu semplice versione per

(s.of)=@.fe])  (s:.]of)= (.Jo])

owvero neppure la piu semplice diseguaglianza

o) )] < k2B
n+k

n=12 k=0,

gy e e alyeee

sembra mai ricorre nella letteratura esistente in materia di medie di Cesaro (o di medie
aritmetiche). D altra parte, la dimostrazione di detta diseguaglianza si fonda, come si é visto,
sull’identita (13) (da cui segue ['identita (14)) e sulle diseguaglianze (16), identita e
diseguaglianze le cui versioni nel ristretto ambito del campo reale sono invece ben note in
letteratura. Pin precisamente le diseguaglianze (16) e ['identita (10) danno la versione in spazi
normati, ed in particolare di Banach, delle proprieta delle medie aritmetiche sul campo reale
note in letteratura come proprieta rispettivamente di mternalita e di (pseudo-)associativita. Per
Iinternalita si veda p.es. in Naguno (1930) la proprieta 111, proprieta che in Kolmogorov (1930)
si deduce dalle proprieta 1 e 111. Per la (pseudo-)associativita si veda p.es in Naguno (1930) la

proprieta Il ovvero in Kolmogorov (1930) la proprieta 1V e la formula (2) p. 389 O
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