Liuc Papers n. 50, Serie Metodi quantitativi 5, febbraio 1998

DUE STUDI SU EQUAZIONI FUNZIONALI E
METODO DI FOURIER.

Roberto D’Angio

Indice.

Sull’equazione funzionale del metodo di Fourier

1. Introduzione pag. 2
2. Sulle soluzioni dell’equazione funzionale del metodo di Fourier pag. 5
3. Nuove applicazioni dell'’equazione funzionale del metodo di Fourier pag. 8
 Bibliografia pag. 10

Un metodo di Fourier per equazioni funzionali nonlineari

1. Introduzione pag. 12
2. Un metodo di Fourier per equazioni funzionali nonlineari pag. 15
3. Applicazione del metodo e soluzioni generali delle equazioni pag. 20
 Bibliografia pag. 24




Liuc Papers n. 50, febbraio 1998

SULL'EQUAZIONE FUNZIONALE DEL
METODO DI FOURIER.

Roberto D’Angio

1. Introduzione.

“The third term...is the only one that could dependpohut we
easily see that cannot dependBon”
D. zwillinger, Handbook of Differential Equation$989.

“So [thig] equation...is a sort of paradox”
G. ArfkenMathematical Methods for Physicist70.

L'equazione funzionale che tipicamente si incontra nel metodo di Fourier per la risoluzione
delle equazioni alle derivate parziali della fisica matematica, nella sua forma piu generale € la

seguente

(1-1)zinlei (X1 % 20 X ) = A D006 15X 20 % ) =% O D; O R i=12,.n

doveAd R = (-0, ), ovvero con notazione pit compatta
@2 YLFR(6)=A OX=(X,%,.%)0D =[]0 OR k=S Lk

(1.3) F:D - R % =(X1%,.%,)0D OR"

dove le finzioniF; sono incognite 0, se come awviene in fisica-matematica sono in qualche modo
"date", sono incognite le restrizioni che l'equazione){@L2) implica in termini di range e
domini delle funzioniF; (1.3) stesse (circa questa precisazione si veda questa Introduzione alla
fine).

In effetti nella letteratura matematica non si trova l'equaziong(IL4), si trovano bensi solo
suoi casi particolari (si veda piu avanti, in questa Introduzione, il caso particolare dell'equazione
di Schrédinger) e per di piu tali casi particolari vi si trovano trattati mediante proposizioni di tipo
meramente intuitivo-letterario fra le quali la migliore, qui adattata al caso generale (1.1)-(1.2), é

la seguente ben nota proposizione (F)
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(F) “ciascuna funziond=; (i =1..n) in (1.1)-(1.2) dipende da variabili
indipendenti differenti e la somma algebrica di tali funzioni deve essere

costante, quindi ciascuna funziofg (i =1,..n) deve essere costante”

(v. p.es. Rae, 1986 pp. 19, 39, Pauling-Wilson, 1935 pp. 57, 90-1, 102, 106-7 e 116, Serway et
al.,, 1997 p. 265, Morse-Feshbach, 1953 pp. 498, 656, Margenau-Murphy, 1956 pp. 218-220,
McWeeny, 1972 pp. 24, 136, Clark, 1974 p. 86, Boas, 1966 p. 63Engav, 1989 pp. 370-2,

Arfken, 1970 pp. 86-90; v. Bilingrafia per altre proposizioni di tipo intuitivo-letterario).

Sfortunatamente la proposizione (F) o altra proposizione analoga (v. Bibliografia), nel
migliore dei casi, € solo il "riassunto” di un risultato o il suo enunciato che, per quanto evidente
ed esatto, non e di certo una dimostrazione matematica secondo I'accezione contemporanea.

Sembrerebbe dunque trattarsi proprio di uno "scandalo" (nel senso di D'Alembert) la
circostanza che, a partire da Fourier, 1822yaseprima, e trascorsi ormai quasi due secoli, non
si disponga ancora di una trattazione generale e matematicamente soddisfacente di una equazione
funzionale tanto semplice quanto fondamentale come quella del metodo di Fourier.

Questo scritto si propone dunque di colmare tale lacuna (v. Sezione 2, Teoremi 2.1-2.4).
D'altra parte la mancanza di una trattazione generale e matematicamente soddisfacente
dellequazione del metodo di Fourier non sembra ulteriormente accettabile, infatti stanno
avanzando nuove applicazioni di tale equazione funzionale al di fuori dell'originario contesto
differenziale che le ha dato origine (v. Sezione 3).

Prima di cid vediamo, a titolo esemplificativo, come una ben nota equazione della fisica
matematica sia in effetti, dal punto di vista del metodo di Fourier, un caso particolare di (1.1)-
(1.2). Cosi facendo, inoltre, verranno in evidenza alcuni passaggi formali che sono impliciti nel
consueto approccio intuitivo-letterario su cui si basa la conclusione della proposizione (F).

Si consideri, p. es., I'equazione differenziale di Schrodinger a variabili separate per il caso del
singolo punto materiale di massanello spazio tridimensionale in coordinate cartesiane, ovvero

l'equazione differenziale

ih dT(t) ZDZ‘P(Xlst’Xs)_
(1.4) Er(t) " %g2m¢(xl,x2,x3) V(Xl’XZ’XB)E:O

(dovei =J-1n= h(2m)™, h=costdi Plank 02 =laplaciano,V = potenziale) con T e ¢

funzioni incognite (v. p.es. Ra&986, Pauling-Wilson, 1935, ecc.).
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Come e noto il metodo di Fourier, a questo punto, astrae, sia pure temporaneamente, dal

carattere differenziale dell'equazione (1.4) la quale con le sostituzioni

__ih dT(
(1.5) F (T () = TO d

1? 0% (%0, %o, Xs)
2me (X4, X1 %)

(16) F2(X11X21X3v¢(X11X21X3)) = _V(X11X21X3)

diventa la seguente equazione funzionale nelle funzioni incognite T e
(1.7) FL (T () +Fy (%, X5, X3, P (X, %0, %3)) = 0.

Di piu, poiché tutta I'evidenza della conclusione della proposizione (F) del metodo di Fourier
fa perno sulla circostanza che nella (1.7), ovvero nella (1.4), le furizidini1,2) (1.5)-(1.6)
dipendono da variabili indipendenti differenti, allora ai fini di tale conclusione la (1.7) diventa

semplicemente I'equazione funzionale nondifferenziale
(1.8) F(t) +F (X, %, %3) =0

dove le incognite sono in effetti le restrizioni che I'equazione (1.8), ovvero (1.7) o (1.4), implica in
termini di range e domini delle funzioRj (1.5)-(1.6);ovviamente tali funzionk; sono solo in
parte "date", infatti dipendono rispettivamente da { ehe, in assenza di opportune restrizioni
sulleF; (1.5)-(1.6) stessepro destinate a restare funzioni arbitrarie.

Infine, come volevasi mostrare, mediante un ovvio cambiamento di notazione per le variabili

indipendentt ex; (i=1,2,3) la (1.8) diventa il seguente caso particolare di (1.1)-(1.2)
(1.9) Fi(x 1)+ Fa(Xo1, %05, %5 5) = A
% =(%)OD; OR, % =(X1,%2,%3) 0D, 0R%, A=0
X=(x,%)ODOR*, n=2k =1k,=3k=4.

Come ¢ facile verificare seguendo quanto sopra, tutte le equazioni differenziali separate della
fisica matematica si possono rappresentare come casi particolari dgHd ()1

Naturalmente, come si € precisato all'inizio, si puo astrarre dal contesto applicativo che come
si € visto, in qualche modo, "assegna'Fle p.es. (1.5)-(1.6), e considerarle inveceogmite
salvo poi imporre alld "assegnate" di essere conformi alle soluzioni trovate (e cid sara, in

ultima analisi, in termini di range e domini, v. Sezione 2).
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2. Sulle soluzioni dell'equazione funzionale del metodo di Fourier.

Conz classe delle funzioni reali dellevariabili reali indipendentix; , (h=1..k;;i =1..n)
elementi dixdD (1.2), funzioni costanti incluse, & definito il seguente operatore
(2.1) L:# - 5. LF)=u'FOZ, FOA4 UF=SLF(x),

doveu edF sono vettori colonna di dimensiongX) (qui sotto indicata fra parentesi rotonde) ed

il cui generico elemento é qui sotto indicato fra parentesi quadrate
@2 (nhu=[], @nu =] nYF=[F]=[F(x)] xOD, i=1.n

dove in particolare in (2)4(2.2) gli elementi du e del suo trasposto sono tutti uguali all'unita,
quelli di F sono le funzionF; (1.3) e la classg é€ la classe di tutti i possibili vettdfi (classe

che, come é immediato verificare, € uno spazio lineaf®).sAllora tramite l'operatoré (2.1),

che owviamente ¢ lineare, I'equazione funzional@+(1L.2) alla base del nwdo di Fourier &
(2.3) L(F)=u'F=A, FOsUOA#, AUZ
doves denota la sottoclasse dei vetteri ~# con elementi; (1.3) e che sono soluzioni di (2.3).

TEOREMA 2.1. SeFls, allora almeno uno dei suoi elementidcuna funzione costante
Dimostrazione Nessuno degli elementj & FOs sia una funzione costante. Esistono allora
almeno due punti
X = (X, X5, %) # X' = (X, X5,.. %), X, X"0OD
XEX, X=X 1=2.n x,x0D, i=1.n
su cui per gli elementi;ii FOs si ha
F.(x)=A, F(X)=A" i=2.n
RO =A2A, FOO=A i=2.n.
Per ipotesiFs. Ora, s tali due punti possono darsi soltanto i seguenti due casi alternativi

Z?:Mi' =AZEM + zi"zz;\(
Zinzl)\i’ A= Alﬂ + Zinzz)\i'

ovvero in entrambi i casi si He1s contro l'ipotesie
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TEOREMA 2.2. SiaFO# Allora FOs se e soltanto se

(2.4) F=[r]=[Fx)]=[A] OxOD i=1.n SLA=2

doveA 00 R (i=1,...n) sono n costanti.

Dimostrazione La sufficienza si ottiene immediatamente per sostituzion@.d) in (2.3)
ovvero in(1.1)-(1.2) La necessita risulta da quanto segue. PefFabrema 2.lalmeno uno
degli elementi Fdi FOs & una funzione costante. Sia tale elemento, senza perdita di
generalita, k ovvero si abbia

(2.5) F(x)=A, Ox 0D,

Ora, sostituendd@2.5) nella (2.3) si ottiene un'equazione equivaleatta (2.3) medesima del

suo stesso tipfv. (2.3)e (2.1)ultima formulg, ovvero si ttiene

(2.6) SR (6)=A", A=A -7, DOx0OD;, i=2.n

per la quale valgono 1€2.1)-(2.3)opportunamente riscritte, ovviamente, con vettog F di
n-1 elementi. Dunque anche all'equazid@eb) si applica il Teorema 2.Jper il quale almeno

un elemento F(i=2,..n) di F & una funzione costante. Sia tale elemento, senza perdita di

generalita, B ovvero si abbia

2.7) F,(x,)=A, 0Ox,0D,

Ora, sostituendo(2.7) nella (2.6), ovvero nella(2.3) con (2.5), si ottiene un'equazione
equivalentalla (2.3) medesimae del suo stesso tip@. (2.3)e (2.1) ultima formulg, ovvero si
ottiene

28 YL R(X)=A", A=A (A +A;), OxOD; i=3.n

per la quale(2.8) valgono le(2.1)-(2.3)opportunamente riscritte, ovviamente, con vettori di n-

2 elementi. Dunque anche all'equazid@e8) si applica il Teorema 2.2cc. Procedendo cosi di

seguito, pef2.5)-(2.8)ecc., in conclusione si ha

Fi(xi):Ai DX' DDI i:ZL..n—l

Fo(%) =2y A=A=S0A, Ox,0D,e

TEOREMA 2.3. D(F) e R(F) denotino rispettivamente dominio e range della funziene

Allora n funzioniF; (1.3)soddisfano l'equazione funziondlel)-(1.2)se e soltanto se
29 R(F)={A}, D(F)=Cy(A)=D;, (i=1.n), A=A

doveA O R (i=1,...n) sono n costanti e dove
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Ce, M) ={x OD(F):F(x)=A }
denota la controimmagine del pumpl R tramite -, ovvero l'insieme di livelld; di F; .

Dimostrazione.La (2.9) non é altro che 142.4) del Teorema 2.2

TEOREMA 2.4. (i) Se l'equazione funzional@.3), ovvero (1.1)-(1.2),& omogenedA=0),

allora ogni combinazione lineare di sue soluzioni € soluzione della st@$ss I'equazione
funzionale(2.3), ovvero(1.1)-(1.2),6 nonomogene@ # 0), allora ogni combinazione lineare
affine (v. p.es. la definizione imkhomirov, 1990 p. 24)di sue soluzioni € soluzione della
stessa

Dimostrazione. Non €& necessario distinguere i due casi se non alla fine della dimostrazione.

Poiché, come gia osservate € uno spazio lineare su R, per una qualsiasi combinazione

lineare F di m>1 soluzioni allora si ha
F=Zif%ﬂﬂ%,Fj=hq=hK&ﬂD$ ¢’0OR, j=1.m.
Inoltre, per il Teorema 2.2per ciascuna delle m soluzioni si ha che

uUF' =S A=A, FlOs, j=1.m

=17

e dunque anche

u'Flc! =(YLAl)c' =ac’, ¢/OR j=1.m

m ] [P m J AT =y _ m i
zjzlu F'c'=u Zj=1F c'=uF=A zjzlc
ovvero, s&\=0, allora per qualsiasi combinazione lineafedi soluzioni di(2.3) si haFU s, se

A 0, allora si haFU s per qualsiasi combinazione linedredi soluzioni di(2.3) tale che

zrjn:1cj =1

Sin qui non si & postulata alcuna proprieta di regolarita delle fungjofi.3) (p.es. né
differenziabilitd, né continuita, né monotonia, né invertibilitd né misurabilita, ecc.) cosi come non
si @ postulata alcuna particolare struttura dei doByisialvo, ed é owvio, che contengano almeno
due punti. Assumendo [g differenziabili e I'appropriata struttura dei domyj differenziando
(1.1)-(1.2) si ottiene il semplicissimo sistema di equazioni alle derivate parziali

oF; (%)
0% n

con soluzioniF; costanti; cio non é tipico del metodo di Fourier se fra molti testi (v. Bibliografia)

=0 h=1.k, i=1.n

si trova, per i soliti casi particolari, solo in Hanna, 1982 pp. 21-4, e Weinberger, 1965 p. 63;
inoltre cio ricorda il "metodo di Abel" criticato da Hilbeit900, v. D’Angio, 1998b.
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3. Nuove applicazioni dell'equazione funzionale del metodo di Fourier.

Per quanto sino ad oggi mi risulti, Hardy et 4852 pp. 68-9,@0 stati i primi ad impiegare,
sia pure senza esplicito riferimento, I'equazione funzionale del metodo Fourier e una proposizione

analoga alla proposizione (F) al di fuori dell'originario contesto delle equazioni differenziali

owvvero come equazione funzionale in senso stretto senza nulla assumere circa la differenziabilita
o meno delle funzioni incogniténfatti essi hanno ricondotto una loro equazione funzionale (v.
anche Hormander, 1994 pp. 15-6) a quelle di Cauchy sefmarie variabili di tale loro

equazione, ovvero ottenendo
(F,06) =D/ F,(x) = (f,(%,) =D/ f,(x,) =A, (A=0, x >0, i=12)
(f, (i=12) funzioni incognite) che e un caso particolare dell'equazione a variabili separate
F(f1(x), f2(x) + F(£1(%2), F2(%;)) = A
e precisamente € il seguente caso particolare dell'equazione del metodo di Fou(ier2)1.1
Fi) +Fo(X0) =4, n=2k =k, =L K=2 % =(X1), % =(Xp,)

A quest'ultimo caso particolare di (1.1)-(1.2), successivamente, e statalotia anche

l'equazione funzionale con funzioni incogriife(i =0,1,2)

3 FLO4) + % F5(%,)
fOEV f (%) + f,(X,) L)+ ).

proposta e risolta in D'Angio, 1981 pp. 67-9, richdma all'equazione funzionale
(4 =V 06) + (6 =W () =2, (% #y, i=12).

Recentemente e stato poi mostrato (D'Angio, 1998a) che per una vasta classe di equazioni
funzionali nonlineari nondifferenziali a coefficienti variabili, senza condizioni di regolarita sulle
funzioni incognite e sui loro domini, & applicabile un metodo di risoluzione in tutto analogo a
guello di Fourier (in cui quindi ha un ruolo fondamentale I'equaziong (IL2)) che é tipico delle
equazioni differenziali alle derivate parziali della fisica-matematica. Per le implicazioni di cio dal
punto di vista di alcune nozioni di analisi funzionale in contesto nondifferenziale e dal punto di

vista della seconda parte del quinto problema di Hili&@0, si veda D’Angio, 1998b.
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Tutto cid mostra che per l'equazidinezionale del metodo di Fourigianto trascurata come
equazione funzionalstricto sensuquanto sotto gli occhi di tutti da quasi due secoli (il cui
principio ispiratore risale, diciamo, a Fourier, 1822nee prima), non sia azzardato affermare
trattarsi di equazione funzionale che in contesto nondifferenziale si sta rivelando tanto

fondamentale quanto lo € nell'originario contesto differenziale che le ha dato origine.
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UN METODO DI FOURIER PER EQUAZIONI
FUNZIONALI NONLINEARI.

Roberto D’Angio

1. Introduzione.

Senza postulare né differenziabilita, né continuita, né monotonia, né invertibilta, né
misurabilita delle funzioni incognitd; = f, (x;, )i=1..n) e f,=f,(f,, f,) (si veda sotto per
domini, codomini, ecc.), vengono qui risolte con un metodo unitario - che & mutuato da quello di
Fourier per le equazioni differenziali alle derivate parziali della fisica-matematica - le seguenti

undici nuove equazioni funzionali in generale nonlineari ed a coefficienti variabili:

(E:1) (xf) T+ (X f) T =ALf(fL fy), A#0, O(x,%,) 0%,

(E:2) X [ f,+ X, 1 f,=A0f,(f,f,), A#0, O(x,%)0%,
(E:3) X f /T, +x, T, 0, =A1f,(f,f,), AZ0, O(x,x%,)0%,
(E:4) foIx +f,/x,=A 0O(x,x)0%,

(E:5) f+xf,=A 0O(Xx,%)0%,

(E:6) f2+xf2=21 0O(x,%,)0%,

(E:7) X/ f,+x,f,=A f,(f,f,), Az0, O(x,x,)04,
(E:8) [t +%0,=A  0O(XX)0%,

€9) S0 [FO)TH)=A, pOR,, O(x..%,) 0%,
=1

(E:10) 0 (%) 9 (FL (%)) + A (%) 9o (T (X)) = A T(x, %) O,

12
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E11) iqi )0 (F ) =A 00q,..x) 04,

doveA € una costante reale ed inoltre, ®r (-0, , R), = R—{O}, R, o =(0,»), e

(1.1) f,:X; = Ry oppure f:X; - R,y (i=1..n2])
(1.2) f=1fi(x), x OX; ORy, (Xl""xn)[ll_linzlxi =4n
(1.3) foi Xy XX, » Ry, fo = fo(f1(x), F2(X5))

dove per i domini; , esclusione dello zero a parte, non si assume nessuna particolare struttura;

inoltre, nelle (E:10)-(E:11) per le funziodate non costantiigg (i=1,..n) &

(1.4) g :X; - Rg @ =0(x), xOX; ORy
(1.5) g Ry » Rg,oppureg; 1R, - R,o,0ppureg; : Ry - Ry

e, ove esplicitamente richiesto, agprsoluzione dell'equazione funzionaieCauchy
(E:12) gi(t)gi(s)=ag( s).

La risoluzione di (E:1)-(E:11) si basa sulle due equazioni funzionali (qui deReuder

(E:13) Fo(xs f00) + R (06, ,06)) =A O(x, %) 04,
(E:14) ZFi(xi,fi(xi)):/\ O(xg,..x,) 04,
=1

Infatti, & evidente che (E:4)-(E:6) ed (E:8)-(E:1@he tutti casi particolari di (E:)3E:14).
Il fatto notevole é che le due equazioni (E:13)-(E:14), insieme a loro varianti solo in apparenza
pit complesse (si veda D'Angio, 1998a, per il caso piu generale e per esempi di casi particolari),

hanno un ruolo fondamentale anche nel metodo di Fourier per la risoluzione delle equazioni

differenziali alle derivate parziali della fisica-matematica (0 metodo di separazione delle variabili

o di D. Bernoulli, v. p.es. Courant-Hilbet953 p. 287). Di qui la possiita di applicare alle
equazioni funzionalhondifferenzialiche sono o si possono ridurre in forma separata, ed é il caso
delle (E:1)-(E:11), un metlo di risoluzione analogo a quello di Fourier per le equazioni
differenziali alle derivate parziali della fisica-matematica. Per le implicazioni di cio dal punto di
vista di alcune nozioni di analisi funzionale in contesto nondifferenziale nonché dal punto di vista

della seconda parte del quinto problema di HilkE9Q0, si veda D’Angio, 1998b.

13
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Circa i precedenti storici del metodo di risoluzione presentato nelle Sezioni 2-3 seguenti, per
guanto sino ad oggi mi risulti, Hardy et d@952 pp. 68-9, ao stati i primi ad impiegare la

separazione delle variabili al di fuori dell'originario contesto delle equazioni differenziali . Infatti

essi hanno ricondotto una loro equazione funzionale (v. anche Hormaa@dr,pp. 15-6) a

guelle di Cauchy separando le variabili di tale loro equazione, ovvero ottenendo
(fi(x) =D/ f(x) = (fi (%) =D/ (%) =A, (A=0, x >0,i=12)
(f, (i=12) funzioni incognite) che e un caso particolare dell'equazione a variabili separate

FL(fL (%), T2(%)) + Fo(f1(%), T5(%)) = A

che e a sua volta una generalizzazione dell'equazione di Fourier (E:13).

Successivamente, la seguente equazione funzionale con funzioni in€ognite),1,2)

3 FLO4) + % F5(%,)
fOEV f (%) + f,(X,) L)+ fabe).

e stata proposta e risolta (D'Angio, 1981 pp. 67-9) ridaa, senza assumere la
differenziabilita delle funzioni incognite, al seguente caso particolare delle equazioni di Fourier

(E:13)-(E:14)ovvero delle equazioni a variabili separate (E(ED11)
(4 =V 06) + (6 =W () =2, (% #y, i=12).

Nelle Sezioni 2-3 seguenti si esporra e si applichera alle undici equazioni funzionali (E:1)-
(E:11) il metodo di risoluzione che si basa sulle equazioni funzionali di Fourien{E:13).
Inoltre si veda D'Angio, 1998b, per quanto riguarda: (a) le proprieta algebriche dal punto di vista
dell'analisi funzionale delle soluzioni per tale via ottenute (principio di superposizione), (b) i
problemi (nondifferenziali) di valori iniziali ed al contorno formulabili con le suddette equazioni e
(c) le implicazioni che da tutto cio derivano per la seconda parte del quinto problema di Hilbert,
1900. Circa la versione piu generale delle equazioni funzionali di Fourier (E:13)-(E:14) e la

dimostrazione della proposizione (F) di Sezione 2 si veda D'Angio, 1998a.

14
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2. Un metodo di Fourier per equazioni funzionali nonlineari.

E’ immediato verificare che la sostituzione che é tipica del metodo di Fourier per la

risoluzione delle equazioni alle derivate parziali della fisica-matematica ovvero la sostituzione

(2.1) fo (X, %) = fo(f1(x), ,(X,)) = f1(x) fo(X%5)

riduce, con la seconda eguaglianza di (2.1), le){EB), chenon sono equazioni a variabili
separate, rispettivamente alle (E:4)-(E:6) che invecerlo.Queste ultime, come si vede subito,
sono tutte equazioni funzionali del tipo (E}4A&:11) ovvero, piu in generale, del tipo (E:13)-

(E:14) per le quali vale la ben nota proposizione (F) del metodo di Fourier per le equazioni alle

derivate parziali della fisica-matematica, ovvero la proposizione - squisitamente funzionale e

assolutamente nondifferenzialsecondo la quale nelle (E)1E:14)

(F) “ciascuna delle funzioniF; (i=1..n) dipende da variabili

indipendenti differenti e la somma algebrica di tali funzioni deve essere

costante, quindi ciascuna funziofg (i =1..n) non puo che essere una

costante”

(o proposizioni analoghe, si veda p.es. R&86 pp. 19, 39, Pauling-Wilson, 1935 pp. 57, 90-1,
102, 106-7 e 116, Serway et al., 1997 p. 265, Morse-Feshbach, 1953 pp. 498, 656, Margenau-
Murphy, 1956 pp. 218-220, McWeeny, 1972 pp. 24, 136, Clark, 1974 p. 86, Boas, 1966 p. 632,
Zwillinger, 1989 pp. 370-2, Arfken, 1970 pp. 86-90, Naylor-Sell, 1982 pp. 520-4, Byron-Fuller,
1992 pp. 259, Courant-Hilbert, 1953 p. 287, Courant-Hilbert, 1962 pp. 18-20, Sobolev, 1964
pp. 327-8, Smimov, 1970 p. 547, Sommerfeld, 1949 pp. 102, 104, Petrovsky, 1954 p. 116,
Zauderer, 1989 p. 171, Korner, 1988 pp. 171-4, 179, Braun, 1993 p. 484, Debnath, 1997 pp. 21,
26-30, Hannabuss, 1997 p. 6, Bushtein, 1996 p &\r&998 p. 198, Farlow, 1982, ecc.).

Dunque la proposizione (F), con la sua conclusione, separa ciascuna delle (E:13)-(E:14), in
generale, e ciascuna delle (E:4)-(E:6) ed (E:8)-(E:11), in particolare, nelle segaegqoazioni
funzionali (E:15) che sono piu semplici delle precedenti in quanto ciascuna di esse &€ un’equazione
in una sola funziond; (i =1..n ncognita

n

E15) R0, fi(x)=a(x) g (fi(x) =4, (@(=1..n), z)‘i:)‘

=1

dove le costantd; sono le ben note costanti di separazione delle equazioni alle derivate parziali

della fisica-matematica e dove ovviamente-2 per (E:13), (E:4)-(E:6) ed (E:10).
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Dalle (E:15) si puo dunque ottenere la soluzione genefalg=1..n di diascuna delle

(E:4)-(E:6) ed (E:8)-(E:11). Inoltre, subordinatamente alla sostituzione (2.1), la soluzione
generale delle (E:4)-(E:6) e anche la soluzione generale delle oadésyi equazioni (E)4(E:3)
di partenza. A quest'ultimo proposito va sottolineato che, come il lettore pud facilmente
verificare, esistonaaltre sostituzioni oltre (2.1) che riducono le (E(E:3) ad altrettante
equazioni funzionali a variabili separate ovvero sempre del tipo (E:13), setlvernse dalle
(E:4)-(E:6) e di cui moltenon del tipo (E:10)-(E:11). Anche tali equazioni, su cui gan ci
soffermeremo, si risolvono pertanto tramite (E:15).

Per quanto concerne poi I'equazione funzionale (E:7), € di immediata verifica che, p.es., la

sostituzione

2.2) £ (F,(%), £, (%)) = F,06)! F,(,)

riduce (E:7), che non & a variabili separate, ad (E:8) che invece, come si e visto, & del tipo (E:10)-
(E:11) o, piu in generale, del tipo (E:13)-(E:14). D’altra parte, come € facile vedere, e come gia si
e accennato per (E:1)-(E:3), esisd altre sostituzioni oltre (2.2) che riducono (E:7) ad
altrettante equazioni a variabili separdieerseda (E:8). Dunque per la risoluzione di (E:7) vale
guanto gia detto sopra a proposito delle precedenti equazioni (E:1)-(E:3).

Riassumendo, il metodo di risoluzione sin qui descritto si articola nei seguenti tre punti:

(a) specificare perf (se presente) una sostituzione che trasformi 'equazione funzionale data
(p.es. (E:1)-(E:3) ed (E:7)) in una equaziane&ariabili separate(p.es. (E:4)-(E:6) ed (E:8))
owvvero, piu in generale, del tipo (E)4(E:11);

(b) riconoscere che (E:}QE:11) ®no casi particolari delle equazioni di Fourier (E:13)-
(E:14) e che quindi sseparanonelle n equazioni funzionali (E:15)n€2 per (E:10) ed (E:13))
che sono equivalenti a (E)t(E:11) (cioe con le stesse soluzioni) ma piu semplici in quanto

ciascuna delle (E:15) € uma solafunzione f; (i =1..n )incognita,;

(c) risolvere len equazioni funzionakeparate(E:15).

Qui, come si e visto, la equazioni separate (E:15) soequazioni funzionalpiu semplici
dell'equazione funzionale di partenza, cosi come, nel caso delle equazioni alle derivate parziali
della fisica-matematica, tah equazioni separate sommuazioni differenzialiche sono piu
semplici dell’equazione differenziale alle derivate parziali di partenza.

Da quanto precede e dunque evidente che le equazioni di Fourier (E:13)-(E:14), con le (E:15),

hanno lo stesso ruolo fondamentale sia nel mondo delle equazioni differenziali sia nel mondo delle

equazioni funzionali (due mondi ritenuti privi di alcunché in comune). E' allora del tutto
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ragionevole attendersi che le equazioni di Fourier inducano in entrambi i mondi qualche proprieta
strutturale comune o analoga (v. D'Angio, 1998b).

D’altra parte, da un punto di vita meno ‘profondo’, la relazione tra tali due mondi € molto piu
immediata di quanto prospettato nella Sezione 1. E’ infatti sufficiente operare nelle equazioni
funzionali (E:1)-(E:11) ed (E:13)-(E:14), p.es., la sostituzione

ki
2.3) f (&)zdy—ié’ﬁ), kO0f12.}, (i=1..n)
dx

per ottenere altrettante nuove equazioni differenziali ordinarie, in generale nonlinearp nelle

funzioni incognitey; (x; )(i=1,...n). Per esempio (E:14) ed (E:11) con (2.3) diventano

n ki
(E:16) ZF(x,,d y,(x,)) A,k O{12.}
E17) zq.(m( y‘“) Ak O{12..)

Owviamente le equazioni differenziali ordinarie cosi ottenute si risolvono proprio seguendo i

punti (b)-(c) di cui sopra piu un ulteriore purft che consiste neititegrare k; volte ciascuna
funzione f;(x ) determinata al precedente punto (c) ed ottenendo gpsy , v. X2.3)
(naturalmente qui interviene lipotesi di integrabilita dellg(x; che implica una qualche

struttura dei loro domini).
Va inoltre notato che le equazioni (E:16)-(E:17) mentir@osequaziondifferenziali rispetto

alla funzioneincognita y; (x; ), sono invece equaziofiinzionali nondifferenzialirispetto alla

derivataincognita fj (x; ) (2.3). In altre parole, in termini di metodi delle equazioni differenziali,

la sostituzione (2.3) opera una riduzione dell'ordiale equaziondifferenziali (E:16)-(E:17)

riducendole alle equazioni funzionalbndifferenziali(E:14) ed (E:11) rispettivamente (si noti, la
derivata di una funzione incognita, a sua volta, non & nient'altro che una funzione incognita e
un’equazione differenziale - ed a maggior ragione un’equazione funzionale, Hilbert, di98%) -
sénulla assume circa la differenziabilita o meno di una funzione incagtiiéall massimo ordine
di differenziabilitd con cui tale funzione compare nell’equazione differenziale stessa - ordine che é
zero nel caso di equazioni funzionali).

Va da sé poi, come il lettore puo facilmente verificare, che vi € modo di riscrivere (E:14) ed
(E:11), anziché come le equazioni differenziali ordinarie (E:16)-(E:17), come molto particolari
equazioni differenziali alle derivate parziali in una o piu funzioni incognite e che si risolvono con

gli stessi passi di cui sopra, ma su cio non ci soffermeremo.
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| Teoremi 3.1-3.3 della prossima Sezione 3 danno le soluzioni generali delle undici equazioni
funzionali (E:1)-(E:11) e dell'equazione differenziale (E:17). Il Teorema 2.1 che chiude questa

Sezione concerne le soluzioni dell'equazione funzionale di Cauchy (v. Sezione 1)
(E:12) git)gi(s)=g( s)
sotto alcune ipotesi che saranno utilizzate nel Teorema 3.1 della Sezione 3.

TEOREMA 2.1. Sia g di (1.5)non costante ed in particolare iniettiva.

(i) Seg; di (1.5) e soluzione diE:12),allora € soluzione dell’equazione funzionale

9 (v g, (s)) =97 (%) s:;
(i) se g, :Ry - R, (primaformula di(1.5)) e continua in un punto, la soluzione generale di
(E:12)e
— It |Fi —l¢ [P
g (t)=t]" sgnt; =t;|" "t;, OpORg, tORy
con l'unica inversa

_ 1p 1-pi)/ pi
i 1(Vi)=|vi| i sgny, =|Vi|( P Vi, Upi0ORy, ViURy;

(i) se g,:R,,, - R,,, (seconda formula d{1.5)) & continua in un punto, la soluzione

generale di(E:12)e
g,t)=t", OpORy, t0OR,,

con l'unica inversa

-1 —\,1/pi .
g (v)=vi ", OpURg, Vv, UOR;
inoltre per p 0[0,1) g & convessa ovvero ¢ tale che

gt +Bs)sagt)+Bygl(s) apB=z20 a+p=1

Dimostrazione. (i). Per ipotesig; € iniettiva e dunquév. p.es.Teorema 3.3n Bhattacharya et

al., 1986 p. 18ha almeno un’ inversa sinistra, diciamold gvvero

vi=g(t), t :gi_l(Vi)

le quali, poiché per ipotesi; goddisfa(E:12), sostituite in quest’ultimalanno la seguente

equazione funzionale equivalente(&dl?2) Cioe con le stesse soluzipni
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Vi gi(s) =g (gi_l(Vi) s)

dalla quale, componendo ad ambo i membri con(igversa sinistry, si ottiene I'equazione
funzionale, ancora equivalente &:12) di cui in (i). (i) v. p.es.Corollario 9in Aczél-
Dhombres, 1989 p.3@, Teorema 2.4.1n Castillo-Ruiz-Cobo1992 p. 30-1e dove dai risultati
citati si e escluso tutto cid che non e compatibile con lipotesi ¢leagnon costante e
precisamente che sia iniettiva; in effettirigulta biettiva e quindi con l'unica inversa di cui in
(i) (per la definizione della funziorsggnumv. p.esHolmes, 1975 p. 31, Papoulis, 1962 p. 18).
(i) v. p.esProposizione ormula (27)in Aczél-Dhombres, 1989 p. 36d il Teorema 2.4.5n
Castillo-Ruiz-Cobo,1992 p. 30-1e dove dai risultati citati si sono esclusi®0 eg;(t)) = Oper
l'ipotesi fatta che gsia non costante oltre che non nulla; in effettirigulta biettiva(per la

convessitadi g; v. p.esEsempio 1.1.1in Hormander, 1994 p. &)
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3. Applicazione del metodo e soluzioni generali delle equazioni.

Come si é gia osservato (v. Sezione 2), le equazioni (E:1)-(E:10) ed altre ancora sono
riconducibili (p.es., nei casi visti, con le sostituzioni JZ2.2) edn=2) all'equazione funzionale
(E:11) alla quale, con (2.3), si riduce anche I'equazione differenziale (E:17) e tutte quelle a
guest’ultima riducibili. Il Teorema 3.1 da la soluzione generale di (E:11), (E:9) e (E:17) seguendo

i punti (b)-(d) del meaido esposto nella Sezione 2. La soluzione generale di (E:11) e indicata con

I'n-upla di funzioni fj(xj;A; ) (i=1,...n) parametrizzata dalle_costanti di separazidneuna

soluzione particolare si ottiene dalla soluzione generale per una particoiple di valori delle

costanti di separaziong (i=1,...n).

TEOREMA 3.1. (Soluzione generale di (E:11), (E:9) ed (E:13Bjano ge g di (1.4)-(1.5)date
non costanti e 1€1.1)-(1.2)tali che in(E:11)siano definitde composiziongi(fi) (i=1,..n).

(i) Per i con gsuriettiva o iniettiva, la soluzione generale(Hill)e

i aH A - L
(3.1) g’\i[lR,o, fi(%:A) =g %% (i=1..n), ;/\i—/\

che e unica segni g (i=1,...n) & biettiva;

(i) pericong; : R, - R,,, (terza formula d{1.5))tale che

(3.2) gt)=t", p=2m, mO{xl+2.} t0OR,

econf,: X, - R, (prima formula di(1.1)), gi_l e tale chen (3.1)si ha
A g

(3.3) fi(x;A)=¢% (‘ )é , sgnq(x ) =sgnA;  Ox O X;
Xi

R(g)OR,,y oppure R(q)UIR,;=Ry—Ryq

con la condizione su(RB) (range diqg) che énecessaria affinch@e:11)abbia soluzione;
(iii) per i con giniettiva e soluzione dE:12), gi_l in (3.1) & tale che
-1
_ 9 )
-1 1
g; (a(x))

(iv) per i con g,:R, - R, (prima formula di(1.5)) iniettiva, continua in un punto e

(3.4) f. (% A)

soluzione diE:12),e con f, : X, - R, (prima formula di(1.1)), gi_l in (3.4) e tale che in

(3.1)si ha
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|)\i|1/IDi sgnA, |)\i|(1_'°‘)/'°i A
o 0" P sang (%) g ()| Pgp (%)

35)  fi(x%;A)= Up URy
che é la soluzione generale(&:9);

(v) pericong:R,, - R,, (seconda formula d(1.5)) iniettiva, continua in un punto e

soluzione d{E:12),e con f; : X; - R,,, (seconda formula dil.1)), gi"l in (3.4) ¢ tale che in

(3.1)si ha
_1/ Bi

A
(3.6) fi (%5 A;) ='—1,pi1 Op ORyg, A ORye, R(G)ORy,
a (%)
con lacondizionesul rangeR(q;) che écondizionenecessaria affinch@:11)abbia soluzione;

(vi) con y;(x) di cuiin (2.3)con(1.1)-(1.2),Ja soluzione generale ¢E:17)é

@D {AORo yi6iA) = [of fi06iA) @x)5} (=1.m), i/\iz/\

se e solo se la funzione integranda € quell@it) ed & integrabilds volte su X

Dimostrazione. (i). L'’equaziong(E:11)é un caso particolare dE:14)con
F (%, fi(x))=0a(x)g(fi(x)), @(=1.n)

da cui, per la proposizion€) del metodo di Fouriefv. (E:15) Sezione 2)si ottengono le
seguenti n equazioni equivalenti @t11) cioé con le stesse soluzipei dove, pefl.4)-(1.5)

€q, g, Ai#0,ovverosi ottiene

A : n
(E:18) gi(fi(x)=—" -, (=1..n), YA =A.
G (x) 2
Ora, se le equaziorfE:18)hanno soluzione allora pey; iniettiva o suriettiva(v. p.es.Teorema

3.5in Bhattacharya et al986 p.18)eve aversi risgévamentee con la stessa soluzione

38 g (g)=g" A E gi(gfl(V))=%Hf—iE (i=1..n)
(%) (%)

da cui comunque sugy8.1); viceversa3.1) con g iniettiva soddisfa la prima di3.8) e con ¢

suriettiva la seconda e comunqg{iie18).(ii). (3.2) e suriettivae le sue due inverse destre sono
-1 —_ o Unp -1 - Up
g (v)=vi", g (v)=-(""), vVOR,

dalle quali, con(3.1), si ottiene(3.3). (iii). Per l'ipotesi fatta ed il teoremztato al punto(i),
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esiste almeno un’inversa sinistrgi"1 di g;; componendo ad ambo i membri (&:15), che

sono non nullicon g;* si ha
g (a4 (6) g (Fi () =97 (A)
owvero, per iTeorema 2.1(ii ha
g (a4 06)) fi(x) =g ()

da cui, con gi'li 0 per (1.5), si ottiene(3.4). (iv). La (3.5) si ottienedal Teorema 2.1(iije da
(3.4) del punto(iii) sopra;inoltre, per (ii) del Teorema 2.1equazione funzionaléE:11)¢é in
effetti la(E:9). (v). La (3.6) si ottiene dalTeorema 2.1(iije da(3.4) del punto(iii) sopra.(vi).
(E:17),con(2.3), si riduce alla(E:11)dalla cui soluzione general@.1), se le funzioni che vi
compaiono sono integrabili su(&1,...n), per integrazione d{2.3)si ha la(3.7); viceversa se
le funzioni ydi (3.7) sono definite, allora le funzioni integrande sono integrabili giFX,...n)
e seinoltre (3.7) & soluzione generale dE:17)allora, per(2.3), le funzioni integrande sono

quelle della soluzione genergl@.1)di (E:11)

Le equazioni (E:1)-(E:3) ed (E:7), una volta ridotte tramite (2.1)-(2.2) nella forma a variabili
separate (E:4)-(E:6) ed (E:8) - cioe alla (E:11) neg, ovvero alla (E:10) - hanno soluzione

generale che, essendagledate si puo ottenere sia caso per caso, con i passi (b)-(c) (v. Sezione

2), sia come owvia specializzazione della (3.1) del Teorema 3.1(i) e dei casi notevoli del Teorema
3.1(ii)-(v), v. Teoremi 3.2-3.3 qui sotto (le cui dimostrazioon® quindi ovvie e pertanto

omesse).

TEOREMA 3.2. (Soluzione generale delle equazioni funzionali (E:4)-(E:QEe8)).

(a) Nel casq(ii) di Teorema 3.1a soluzione generale ¢E:6) &
3.9) P ORe, fi06:A) =2 A Tx} (1212), A +A,=)
AUOR, peX; OR,,, oppure A OR,,eX, OR,q;

(b) nel casa(iii) con(v) di Teorema 3.1a soluzione generale ¢E:6) e

N A'1/2 N
3100 A ORyo fi(x;A)=—75, X, ORyog (i=12), A +A,=A
[ X; [
(c) nel casd(iii) con(iv) di Teorema 3.1a soluzione generale dE:4)-(E:5)ed (E:8)e
(3.11) AOR, fi(x:A)=A %} (i=12), A +A,=2
(3.12) AOR, fi(x:A) =A%} (i=12), A +A,=2
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313)  {AMORg, f(x;A) =% /A, {A,0Rg, f,(X:A,) = A, I%,}
(anche in(3.13)con A; + A, = A ) rispettivamente&

Si noti, le (3.11)-(3.13)a0 proprio della forma (3.5), e piu in generale (3.1); p.es., nel caso

di (E:8) la prima delle (3.13) in effetti &
sgrﬁ/Ll E PL=-
X

essendo in (E:8y,(x) =%, , pr =—1 eg; come nel Lemma 2.1(ii) ovvero

01 (f1(x)) =1/ f,(x) =sgnf;(x,) /| fl(X1)| = | fl(X1)| & sgnfy(x), f1(x)ORy.

Upm
| A

Xq

A, _|x1|sgnx1 |/\1| " sgn),

fi(X;A) =
1(X5AL) =% |,\1|sgn/\ |x1| sgnx,

TEOREMA 3.3. (Soluzione generale delle equazioni funzionali (E:1)-(E:3) ed (E:7)).

(a) nel caso(a)del Teorema 3.2con (1.3)e (2.1),la soluzione generale @E:3) & (3.9)con

fo(f1(X%3 A1), F2(X25A5)) = £/ A AL XX,

(le condizioni di positivita del radicando seguono(8®) del Teorema 3.2);
(b) nel caso(b) del Teorema 3.2¢con (1.3)e (2.1),la soluzione generale ¢E:3) € (3.10)con

fo (F,0% A, F2 (%05 45)) = (A 24 2) (¢ 2%, M%)

(le condizioni di positivita d; e x seguono d#3.10)del Teorema 3.2);
(c) nel caso(c) del Teorema 3.2¢con (1.3) e (2.1), la soluzione generale dE:1) ed (E:2)

rispettivamentd3.11)e (3.12)e, rispettivamente, con

fo (fL (X3 AL, F2(X5545)) = A A XX,
fo(fL(X3 A T2 (%03 A5)) = AAL I X X,

e, infine, con(1.3)e (2.2),la soluzione generale dE:7)e (3.13)con
fo(fL(XAD T2 (%03 A5)) =X X, TALA, @

Come si vede facilmente le soluzioni ottenute, oltre che soddisfare le equazioni, soddisfano in
particolare le (1.1)-(1.3). Inoltre si sara notato che in alcuni casi le soluzioni ottenateiha
gualche modo circoscritto I'arbitrarieta dei domini. Infine, come sin d'ora si vede, (ii) del Teorema
3.1 e (3.9) del Teorema (3.2), in problemi (nondifferenziali) di valori iniziali ed al contorno,

potranno dare luogo ad autovalori multipli (v. D'Andi®98Db).
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